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Inleiding

Statistiek is een belangrijk ondersteuningsvak voor de studenten TEW en HIR.

De cursus is erop gericht om de student een aantal instrumenten aan te bieden waarmee hij
statistische analyses kan uitvoeren. Een theoretische onderbouw van de analysemethoden is
noodzakelijk om een beter begrip en inzicht te verwerven. Bovendien moet het de student
in staat stellen om de geschikte analysemethode te kiezen om een statistisch probleem op te
lossen.

Daarnaast wordt de toepasbaarheid van de statistische methode verduidelijkt aan de hand
van vele voorbeelden en oefeningen.

Deze cursus behandelt de inferentiele statistiek. In hoofdstuk 1 wordt de basis van de in-
ferentiele statistiek gelegd, de steekproeftheorie.

Vervolgens wordt in hoofdstuk 2 de eerste grote pijler van de inferentiele statistiek, de pro-
blematiek rond de schattingen beschouwd.

Hoofdstuk 3 heeft betrekking op de tweede grote pijler, de hypothesetoetsen. De keuze van
een geschikte toets om een toetsingsprobleem op te lossen is de rode draad door dit zeer
belangrijk hoofdstuk.

De procedure van de hypothesetoetsen wordt in hoofdstuk 4 verder uitgebreid naar de asso-
ciatiematen.

Hoofdstuk 5 bevat nog een aantal aanvullende oefenigen m.b.t. de voorgaande hoofdstukken.



Hoofdstuk 1

Steekproeftheorie

1.1 Inleiding

Statistiek is de wetenschap van de gedeeltelijke waarneming. Dit wil zeggen, op grond van
de uitkomsten van een steekproef gaan we een uitspraak doen over de populatie. Indien een
steekproef representatief wordt geacht voor een populatie, dan kan men er van uit gaan dat
een bepaalde karakteristiek die zich voordoet in de steekproef zich waarschijnlijk ook zal ma-
nifesteren in de populatie.

Dit hoofdstuk is de onderbouw van de inferentiele statistiek, die in deze cursus wordt behan-
deld in de twee volgende hoofdstukken i.v.m. schattingen en hypothesetoetsen.

1.2 Steekproeven

In wat volgt, zullen we steeds uitgaan van een populatie met N elementen en een steekproef
met n elementen. »

Het uitvoeren van een steekproef komt neer op het verzamelen van waarnemingen. Alvorens
tot de gegevensverzameling over te gaan dient men toch twee belangrijke beslissingen te

nemen:

1. Welk verschijnsel, welke variabele moet geobserveerd worden en wat zijn de mogelijke
uitkomsten voor deze variabele;

2. Welke steekproefmethode zal gebruikt worden. De steekproefmethode omvat de manier
waarop de steekproef zal worden samengesteld (bv. de wijze waarop de elementen uit
de populatie worden geselecteerd voor de steekproef). Een aantal belangrijke steef-
proefmethoden zijn:

e asclecte steekproef: alle elementen uit de populatie hebben een gelijke kans om
geselecteerd te worden.

— met teruglegging: een element kan meer dan éénmaal voorkomen in de steekproef.
In theorie kan de steekproef zelfs groter worden dan de populatie (n > N).
Bovendien is de trekking van elk element onafhankelijk. Zijn trekkingskans is
gelijk aan 1/N. Het totaal aantal mogelijke aselecte steekproeven met terug-
legging is N™ (variatie, herhaling). Al deze steekproeven hebben een even
grote waarschijnlijk, t.t.z. N7".
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— zonder teruglegging: elk element uit de popultatie kan hoogstens éénmaal
voorkomen in de steekproef. Dit impliceert dat de steekproef hoogstens even
groot kan zijn dan de populatie (n < N). De opeenvolgende trekkingen zijn
niet meer onafhankelijk. Het totaal aantal mogelijke aselecte steekproeven zon-
der teruglegging bedraagt CF, (combinatie, geen herhaling). De trekkingskans
voor elk element bij elke trekking is 1/N.

e quota-steekproef: wordt vooral toegepast bij enquétes. De elementen worden vrij
(subjectief) geselecteerd, maar bepaalde verhoudingen (quota) moeten gerespecteerd
worden; vb: verhouding man-vrouw 50%-50%.

o gestratificeerde steekproef: populatie wordt opgesplitst in deelpopulaties (strata)
m.b.t. bepaalde kenmerken. Uit elk stratum wordt vervolgens een aselecte steekproef
getrokken.

e trosgewijze steekproef: populatie wordt opgedeeld in clusters (trossen) en alle ele-
menten van de door het toeval geselecteerde tros worden in de steekproef opgenomen.

Men spreekt van een kanssteekproef indien de steekproefmethode gebaseerd is op een
toevalsmechanisme waardoor de insluitkans voor elk element van de populatie in de
steekproef bekend en positief is.

De aselecte, de gestratificeerde en de trossteekproef zijn kanssteekproeven, de quota-
steekproef niet.

1.3 Steekproefgrootheden

Conclusies voor de populatie zijn integraal gebaseerd op conclusies voor de steekproef. Daarom
spreekt men ook van inferentiele statistiek. Anders gesteld: conclusies over kengetallen van
de populatie zijn gebaseerd op kengetallen van de steekproef.

Doorgaans worden er drie belangrijke steekproefkengetallen onderscheiden: de waarde van het
steekproefgemiddelde Z, de steekproeffractie p en de steekproefstandaarddeviatie s.

Bij een kanssteekproef is elk element op te vatten als een toevalsexperiment waarbij elke
waarneming beschouwd kan worden als een realisatie van een toevalsvariabele. Stel een po-
pulatievariabele X, dan kan het resultaat van de #-de trekking in de steekproef beschouwd
worden als de realisatie van de steekproefvariabele X;. De verdeling van elke steekproefvari-
abele X is dezelfde als die van de populatievariabele X, voor zover de steekproef representatief
is. Een steekproef van n getallen zi, 9, ..., x, wordt beschouwd als de reeks van realisaties
van de n toevalsvariabelen X, Xy, ..., X,,.

Een steekproefgrootheid of steekproefstatistiek is een toevalsvariabele die een funktie van de
steekproefvariabelen X7, Xy, ..., X, is. Een steekproefkengetal, de waarde van de steekproef-
grootheid in de steekproef, kan verschillende waarden aannemen, athankelijk van de toevallige
samenstelling van de steekproef. Een steekproefkengetal kan daarom beschouwd worden als
de uitkomst van een toevalsvariabele, de steekproefgrootheid.

Zo is het steekproefgemiddelde X een variabele met als realisatie T ‘

- 1& 1E
X=-SX, 7=-Ym (1.1)
[t L)
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De steckproefvariantie en zijn realisatie worden gegeven door:

- 7)? (1.2)

1
= s r 2 _
= Z(A Sm_n—l

t=1

De steekproefstandaarddeviatie wordt verkregen door de wortel uit de steekproefvariantie te
trekken:

S, = J E%I (X - X s J . L : S (o - ) (1.3)
t=1

t=1

Indien de beschouwde variabele X een dichotome (0-1) variabele is, komt de berekening van
een steekproefgemiddelde neer op de berekening van een steekproeffractie P met waarde p:

nia nia

Naast deze drie meest gebruikte steekproefgrootheden, kunnen er nog een aantal andere
gedefinieerd worden zoals de steekproefmediaan X, de steekproefcovariantie en het steekproef-
correlatiegetal. Deze laatste twee steekproefgrootheden kunnen slechts berekend worden wan-
neer de relatie tussen paren variabelen moet onderzocht worden. In voorkomend geval bestaat
de steekproef uit paren waarnemingen (Xi,Y;). De steekproefcovariantie Sz, en zijn waarde
in de steekproef s;, worden berekend als volgt

()

1t1

(K- X)Y~T)  soy= ~Dw-y) 1)

De steekproefcorrelatie R;, kan beschouwd worden als de gestandaardiseerde waarde van de
steekproefcovariantie:

Swy Say
R Yy = S S Tzy 828y ( )
De overeekomende populatiegrootheden zijn:
P=TN
o = (X — p)?
€ N
o 1| 2K = )
* N
1 N
=—>» X
™ N Z '
Ozy = 37 Z(Xt ,u*:v Yt .Ufy)
Fay

Pzy =
Y o, oy
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1.4 Steekproevenverdelingen

Elke toevalsvariabele wordt gekenmerkt door een waarschijnlijkheidsverdeling. Steekproeven-
verdelingen zijn kansverdelingen van een steekproefgrootheid, die eveneens een toevalsvari-
abele is. Het gebruik van steekproevenverdelingen is tweeledig:

1. Het beantwoorden van probabiliteitsvragen i.v.m. de steekproefgrootheid.

2. Het vormen van de basis voor de statistische inferentie (intervalschattingen, hypothese-
toetsen).

Definitie 1 Fen steekproevenverdeling is de verdeling van alle mogelijke waarden voor een
bepaalde steekproefgrootheid, die berekend werden uit aselekte steekproeven van een zelfde om-
vang, getrokken uit een zelfde populatie.

Voor het opzetten van een steekproevenverdeling voor een discrete, eindige populatie dienen
de volgende stappen te worden gevolgd:

1. Trek alle mogelijke aselekte steekproeven van grootte n uit een discrete, eindige popu-
latie van grootte V.

2. Bereken de waarde van de gewenste steekproefgrootheid (d.i. het steekproefkengetal)
voor elke steekproef.

3. Voor elke mogelijke waarde van de steekproefgrootheid wordt de frekwentie van voorkomen
bepaald in alle steekproeven. ‘

Voor elke steekproevenverdeling kunnen de (gewone en centrale) momenten berekend worden
(gemiddelde, variantie en hogere orde momenten) en de vorm van de verdeling bepaald wor-
den. '

Voor een oneindige populatie kan de steekproevenverdeling slechts benaderend worden opgesteld
aangezien het niet mogelijk is om alle steekproeven (oneindig veel) te trekken uit een popu-
latie. De steekproevenverdeling wordt dan benaderd op basis van een groot aantal steekproeven.

Nochtans heeft het empirisch opstellen van steekproevenverdelingen van steekproefgroothe-
den weinig praktische, maar vooral educatieve waarde. Daarom wordt in wat volgt de
steekproevenverdelingen van een aantal steekproefgrootheden empirisch opgebouwd. Immers,
steekproevenverdelingen kunnen mathematisch afgeleid worden. Deze afleidingen behoren tot
het domein van de mathematische statistiek.

Bovendien, laat de praktische situatie ons niet toe een groot aantal aselekte steekproeven te
trekken om een aldus een steekproevenverdeling op te stellen. We beschikken meestal slechts
over één enkele steekproef uit een populatie en op basis van de informatie afkomstig van deze
ene steekproef wordt de inferentie gedaan. Teneinde de inferentiele statistiek goed te kunnen
vatten, is een goed begrip van steekproevenverdelingen echter onontbeerlijk.

1.4.1 Steekproevenverdeling van het steekproefgemiddelde

Het rekenkundig gemiddelde is een belangrijk maat die de centrale tendens aangeeft van
een verzameling gegevens. Het gemiddelde van een populatie kan geschat worden op basis
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T frekwentie n; | relatieve frekwentie
1 1 0.04
1.5 2 0.08
2 3 0.12
2.5 4 0.16
3 5 0.20
3.5 4 0.16
4 3 0.12
4.5 2 0.08
5 1 0.04
Totaal 25 1.00

Tabel 1.1: Steekproevenverdeling van X.

van de berekening van het gemiddelde van een steekproef. De validiteit van deze procedure is
volledig athankelijk van de kennis van de steekproevenverdeling van het steekproefgemiddelde.

In het volgende instructief voorbeeld wordt aangetoond hoe men een steekproevenverdeling
empirisch kan opzetten voor een eindige populatie middels aselecte steekproeven met terugleg-

ging.

Voorbeeld. Een populatie bestaat uit N=>5 wagens van evenveel topmensen van een firma.
De populatievariabele X die ons interesseert is het aantal dienstjaren van de wagen. De 5

waarden zijn achtereenvolgens
3,2,4,5,1.

Dit geeft de volgende waarden voor het populatiegemiddelde en de populatievariantie:

DL RPN T V(C. Sl D

N N

Veronderstel nu dat we de steekproevenverdeling van het steekproefgemiddelde X wensen te
bepalen op basis van deze populatie. De volgende stappen zijn hiervoor vereist:

1. Indien we een steekproefgrootte van n=2 veronderstellen, kunnen er in het geheel N =
52 = 25 aselecte steekproeven met teruglegging getrokken worden uit de bovenstaande
populatie.

2. Voor elk van deze steekproeven n=2 wordt Z, de waarde van de steekproefgrootheid X
berekend. De 25 waarden Z; zijn:

1,1.5,2,2.5,3,1.5,2,2.5,3,3.5,2,2.5,3,3.5,4,2.5,3,3.5,4,4.5,3,3.5,4,4.5, 5

3. De frekwentieverdeling van X wordt opgesteld.

De steekproevenverdeling is wel degelijk een waarschijnlijkheidsverdeling, aangezien de re-
latieve frekwentie van elke waarde positief is en de som van alle relatieve frekwenties 1
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5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
o I Y O
T2 3 4 5 X 1 2 3 4 5 X

Figuur 1.1: Populatieverdeling van X en steekproevenverdeling van X.

bedraagt.

Figuur 1.1 vergelijkt de oorspronkelijke populatiedistributie van de variabele X met de steek-
proevenverdeling van de steekproefgrootheid X. De oorspronkelijke populatieverdeling is een
uniforme verdeling. De steekproevenverdeling van X is een symmetrische verdeling met als
meest voorkomende waarde 3, wat eveneens het populatiegemiddelde was.
Het rekenkundig gemiddelde van de steekproefgrootheid X wordt berekend uit

— 3 Ting 1-14+15-2+...

E(X)=pug= = =3

(X) = nx = "5m 25
Hierbij wordt p+ omschreven als het populatiegemiddelde van de steekproefgemiddelden.
Uit de bovenstaande resultaten blijkt dus

EX)=px=4n

Dit kan ook afgeleid worden door te stellen dat het gemiddelde van een steekproef als volgt
uit zijn waarnemingen wordt berekend

- 1
X = ;(Xl + X» +X3+...+Xn).‘ (1.7)
Het nemen van de verwachtingswaarde van beide leden geeft:
- 1
EX) = —(B(X1) + B(Xy) + B(X3) + ... + B(Xn)).

Aangezien elke steekproefvariabele X; dezelfde verdeling heeft als de oorspronkelijke variabele
Xt geldt:

E(Y)=%(M+u+u+---+u)=%(nﬂ)=u-
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De variantie van X, 0%, wordt berekend als volgt

o2 (T —p)?ne  (1-3)2- 1+ (1.5—-3)%2.24... 1
X N - 25 -

Dit betekent dat de variantie van het steekproefgemiddelde X niet overeenkomt met de vari-
antie van de oorspronkelijke populatie. Niettemin, bestaat de volgende relatie tussen de
beide:

Door de vierkantswortel te trekken van beide leden wordt de uitdrukking voor de steekproef-

standaarddeviatie verkregen:
o

Uj—\?—%

Een andere manier om dit te berekenen is door te variantie te nemen van uitdrukking 1.7.

—_— 1
var(X) = 0%,— = var(ﬁ(Xl +Xo+ X3+ ...+ X5))

1
= ;g(WT(Xl) +var(Xo) +var(X3) + ... + var(X,))

___}_(2+ 2+ 2+ +2)__1_( 2)_0_2
—nzo o o U—n2no—n

Aangezien er getrokken wordt zonder teruglegging zijn de trekkingen onathankelijk en geldt
var(X; + X;) = var(X;) + var(X;) + 2covar(X;, X;) = var(X;) + var(X;)

omdat bij onafhankelijke trekkingen voor X; en X; wordt verwacht dat covar(X;, X;) =
covar(X;, X;) = 0.

ox wordt gemeenzaam de standaard fout genoemd. De standaard fout meet dus de vari-
abiliteit tussen steekproeven en is aldus een maat voor de schattingsfout van de mogelijke
steekproeven voor het populatiegemiddelde p. M.a.w. de standaard fout is een maat voor de
toevallige variatie in steefproefgemiddelden.

Aangezien er minder variabiliteit is tussen steekproefgemiddelden dan tussen de oorspronke-
lijke populatiewaarden, geldt steeds voor n > 1 dat

Uy<(7

1.4.1.1 Normaal verdeelde populaties

De inferentiele statistiek is grote mate gebaseerd op normaal verdeelde populaties. In de
realiteit, en in het bijzonder de economische realiteit, zijn er slechts weinig verschijnselen
waarvan de populatieverdeling perfect normaal zou zijn. In de praktijk veronderstellen we
echter reeds een normaalverdeelde populatie indien deze de normaal verdeling voldoende dicht
benaderd. De normaliteit van de oorspronkelijk populatie van X heeft echter wel gevolgen
voor de steekproevenverdeling van X:

e De verdeling van X is eveneens normaal, onafhankelijk van de steekproefomvang, zoals
geillustreerd wordt door figuur 1.2(a).
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e Het gemiddelde van de verdeling van X is gelijk aan het populatiegemiddelde van waar-
uit de steekproeven werden getrokken: pw = p

e Voor de variantie van de verdeling van X geldt: ai—, =0a?/n

o De standaardnormale Z-waarde kan steeds berekend worden.
X—n
ox

De Z-waarden maakt berekeningen gemakkelijk, aangezien de standaard normaal tabel
rechtstreeks kan geraadpleegd worden om probabiliteiten geassocieerd met de Z-waarden
af te lezen.

Indien men twijfelt aan het normale karakter van een populatie, is het aangewezen om een
geschiktheidstoets (x? of Kolmogorov-Smirnov) uit te voeren voor een normaal verdeling (zie
verder).

1.4.1.2 Niet-normaal verdeelde populaties

Indien de populatie geen normale verdeling volgt, dan lopen we het risico dat, indien de
analyses een normaal verdeling veronderstellen, de resultaten misleidend zijn. Teneinde be-
trouwbare analyseresultaten te verkrijgen, moet de steekproevenverdeling van de steekproef-
grootheid niettemin gekend zijn. Belangrijk daarbij is de centrale limietstelling.

Theorema 1 De steekproevenverdeling van het steekproefgemiddelde X bepaald uit aselekte
steekproeven met omwvang n getrokken wit een niet-normaal verdeelde populatie met gemid-
delde p en standaarddeviatie o, volgt benaderend een normaal verdeling met gemiddelde p en
standaarddeviatie o [\/n indien de steekproefomvang n voldoende groot is.

Dus, indien de omvang n van de steekproeven voldoende groot is, zal, onathankelijk van de
verdeling van de populatievariabele X, de steekproevenverdeling van het steekproefgemiddelde
X steeds normaal zijn. Naarmate de n groter wordt, des te dichter zal de steekproevenverde-
ling de normaal verdeling benaderen. Dit wordt geillustreerd door figuur 1.2 (b) en (c).

Wat is nu een voldoende grote steekproef? KEen beschouwing hierbij is dat hoe meer de
oorspronkelijke populatie afwijkt van de normaal verdeling, hoe groter de steekproef moet
zijn. Nochtans wordt algemeen een steekproefomvang van 30 aanvaard als zijnde voldoende
groot om normaliteit van de steekproevenverdeling te veronderstellen. De benadering wordt
niettemin beter naarmate n stijgt.

Indien de corspronkelijke populatie wel normaal verdeeld is, leiden alle steekproefgroottes n
naar normaliteit voor de steekproevenverdeling van X.

In het bovenstaand voorbeeld van pag. 6 was de oorspronkelijke populatievariabele X uniform
verdeeld. Indien de steekproevenverdeling van X zou berekend worden op basis van een
steekproefomvang n=4, dan zou een betere benadering van de normaal verdeling verkregen
worden. Het totaal aantal mogelijke steekproeven met teruglegging van n=4 bedraagt dan al
gauw 54=625.

Aangezien de relatie o = o/y/n geldt en gezien o=1 en n=4 is, bedraagt 0=0.5. Dit
betekent dat de standaarddeviatie van de steekproevenverdeling (de standaardfout) de helft
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Figuur 1.2: Illustratie van de centrale limietstelling.
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zo klein is als in het geval van n=2 ( ox=1). Bijgevolg zal de vorm van de steekproeven-
verdeling voor n=4 veel minder gespreid zijn dan die voor n=2 en aldus de typische klok-vorm
beter benaderen.

1.4.1.3 Eindige populatie correctie

Het gebruik van de uitdrukking o = o/+/n veronderstelt dat de populatie van waaruit de
steekproeven getrokken worden een oneindig aantal elementen omvat of een eindige populatie
met teruglegging is, zoals in het bovenstaand voorbeeld.

In de meeste praktische toepassingen worden steekproeven echter getrokken zonder terugleg-
ging, zodat de opeenvolgende steekproeven die vereist zijn om de steekproevenverdeling op
te zetten, afhankelijk zijn van de resultaten van de voorgaande trekkingen. Bijvoorbeeld, het
tweemaal achter elkaar trekken van 5 kaarten uit een bundel van 52 kaarten. Voor de tweede
steekproef van 5 kaarten zijn er nog 47 kaarten beschikbaar.

In geval van een eindige populatie moet de standaarddeviatie van de steekproevenverdeling
aangepast worden in

_ o [N=n
X—\/ﬁ
waarbij
N-—n
N-1

de eindige populatie correctiefactor voorstelt.
Deze formule kan bepaald worden door de variantie te nemen van formule 1.7:

1
var(X) = 0— = var(;(Xl +Xo+ X3+ ...+ Xp))

1
= E(UGT(Xl) + var(Xs) + var(Xsz) + ... + var(Xy,)
+eovar(Xy, Xa) + covar(Xq, X1) + ... + covar(Xnt1,Xn)) (1.8)

Voor een eindige populatie of trekkingen zonder teruglegging, zijn de opeenvolgende trekkin-
gen niet meer onafhankelijk en is de covar((X;, X;) verschillend van nul.

1 1 N N
covar(Xs, X;) = B[(X; = p)(X; = )] = 7 22 D _(@i — w)(z5 — 1)
i A

Er geldt dat
N N N N N
o> (@ —p) =) (i~ p)(zg — )+ D (w5 —
i g iy J
Aangezien

N N N N
ZZ (zj — 1) =Z(:vi — ) [Z(%‘ —u)} =

i J
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verkrijgt men

N N N
Yo X (@ — )y — p) == (g — )
i ij J
Zodat de formule voor de covariantie wordt:
o 1 1 X ) o2
CO'UG/T()LL',A]‘) = —N—N-:—I - (q,‘J — /1,) = —-N 7
Invulling hiervan in formule 1.8 geeft
1 o?
2 2
0% = o3 |no ——n(n—l)N__1
_ ZZ_N —-n
 n N-1

De eindige populatie correctiefactor of eindigheidscorrectie is steeds kleiner dan 1. Indien de
steekproefomvang n klein is in verhouding tot IV, is de eindige populatie correctie ongeveer
gelijk aan 1 en heeft bijgevolg geen invloed. De volgende vuistregel kan hierbij gehanteerd
worden.

Regel 1 De eindige populatie correctiefactor wordt toegepast op de berekening van o indien
n > 0.06N.

Dit betekent dus dat een eindige populatie correctie slechts nodig is indien de steekproef meer
dan 5% van de elementen van de populatie omvat.

Ook voor eindige populaties blijft de centrale limietstelling gelden. Nochtans heeft onderzoek
uitgewezen dat strikt genomen zowel n > 30 als N —n > 30 moet zijn. In de praktijk is
hieraan meestal wel voldaan. :

Voorbeeld. Indien we in het voorgaande voorbeeld van pag. 6 van de leeftijden van de
auto’s, steekproeven zouden nemen zonder teruglegging, dan komt dit erop neer dat men de
volgorde van de elementen in de steekproef niet beschouwd (bv. voor n=2 betekent dit dat de
steekproeven met elementen 1,2 en 2,1 gelijk zijn. Dus het totaal aantal mogelijk steekproeven
zonder teruglegging bedraagt dan C% (een combinatie, want volgorde niet belangrijk). Voor
het voorbeeld geeft dit

o2 5!

_ 1
57 215 — 2)! 0

Voor elk van deze steekproeven n=2 wordt T, de waarde van de steekproefgrootheid X bere-
kend. De 10 waarden zijn:

1.5,2.5,2,2.5,3,3.5,3,3.5,4,4.5

De frekwentieverdeling van X zit vervat in tabel 1.2
Het gemiddelde van deze 10 steekproefgemiddelden bedraagt:

L mm 1514214,
X="cn ~ 10 -
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T | frekwentie n; | relatieve frekwentie
1.5 1 0.1
2 1 0.1
2.5 2 0.2
3 2 0.2
3.5 2 0.2
4 1 0.1
4.5 1 0.1

Tabel 1.2: Steekproevenverdeling van X, steekproeven zonder teruglegging.

De variantie van X, 02

<> wordt berekend als volgt

2 Y@i—px)’ni _ (15-3)*-1+(2-3)% 14.. 075
X cr 10

Hierbij is de relatie tussen de standaardfout en de steekproefvariantie gegeven door

2
9 g¢ N—n 2 5—2
= — :-—--——:0.75
XT L N-1 2'5-1

Ten titel van overzicht wordt in figuur 1.3 het beslissingsproces voorgesteld bij keuze van de
gepaste steekproevenverdeling van de steekproefgemiddelden X .

Voorbeeld. Een vliegtuigbouwer heeft 750 gelijke vleugelstukken nodig, waarvan 700 vereist
zijn voor installatie en 50 voor testen. De betreffende stukken zijn ontworpen om een trek-
sterkte van gemiddelde van 18000 kg. met een standaarddeviatie van 3000 kg. te doorstaan.
De treksterkte is normaal verdeeld. Veronderstel dat de 750 stukken de populatie uitmaken
en dat alle volgende steekproeven afkomstig zijn uit deze populatie.

Vragen:

1. Indien 1 stuk toevallig geselecteerd wordt, wat is de kans dat zijn treksterkte minder is
dan 17250 kg.

2. Indien 32 stukken toevallig geselecteerd worden, wat is de kans dat hun gemiddelde
treksterkte minder is dan 17250 kg.

3. Indien 50 stukken toevallig geselecteerd worden, wat is de kans dat hun gemiddelde
treksterkte minder is dan 17250 kg.

Oplossingen: (zie figuur 1.4)

1. De oorspronkelijke populatie is normaal verdeeld, bijgevolg zijn we op zoek naar het
gebied < 17250 onder de normaalcurve X ~ N(18000, 3000):

_w—p 17250 — 18000
T, T 3000

Volgens de tabel komt dit overeen met een kans van P(Z < —0.25) = P(X < 17250)=0.4013.

= —0.25
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Start
. nee
n > 307 ——— normale benadering
als populatie normaal
ja
ja
populatie oneindig 7}——————— normale benadering
Hx =1
ox =0/y/n
nee
nee
n > 0.06N 7
ja

eindige populatie correctie
Hy = p
g = o [N=on
X~ V/nV NI

Figuur 1.3: Beslissingen bij het beschouwen van een steekproevenverdeling voor X.
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2. n > 30 enn/N = 0.04: normale benadering zonder eindige populatie correctie. Gebruik
van de steekproevenverdeling van de steekproefgemiddelden

T—pg T—pg 17250 — 18000

ox  o/vn 3000//32

Volgens de tabel komt dit overeen met een kans van P(Z < —1.42) = P(X < 17250)=0.0778.

=—1.42

z =

3. n =150 en n/N > 0.05: normale benadering met eindige populatie correctie:

_Topx _ T-pyx 17250 — 18000

T o T o /N 410
2 7=V N=1

=-1.83
Volgens de tabel komt dit overeen met een kans van P(Z < —1.83) = P(X < 17250)=0.0336.

1.4.2 Steekproevenverdeling voor het verschil tussen 2 steekproefgemid-
delden

In vele praktische toepassingen bestaat er interesse voor het verschil tussen twee popu-
latiegemiddelden. Het betreft hier vooral hypothesetoetsen om te zien of twee populaties
significant verschillen, enz... Alvorens dergelijke inferentiele uitspraken te kunnen doen, is
het noodzakelijk om de steekproevenverdeling van het verschil tussen de twee steekproef-
gemiddelden X1 — X te kennen.

De steekproevenverdeling van het verschil tussen de gemiddelden X1 — X3 van onafhankelijke
steekproeven met omvang mj en ng getrokken uit twee normaal verdeelde populaties met
gemiddelden p; en us en standaarddeviaties o3 en o9 is eveneens normaal verdeeld met
gemiddelde px %, = g1 — p2 en standaard deviatie o %, = \/ 02 /n1+03 [ny. Dit wordt
geillustreerd door figuur 1.5. ‘

Twee steekproeven zijn onafhankelijk indien de selectie van de elementen uit de ene steekproef
niet beinvloed wordt door de elementenselectie uit de andere steekproef.

Net zoals we gedaan hebben voor het steekproefgemiddelde X, kan hier ook hier de steekproeven-
verdeling van het verschil tussen 2 steekproefgemiddelden X; — X3 opgezet worden op basis
van 2 eindige populaties. Hiervoor worden alle C]T\?l steekproeven met omvang n; getrokken
uit populatie 1 en wordt (X); berekend. Hetzelfde wordt gedaan voor populatie 2. Vervol-
gens wordt het verschil tussen de twee gemiddelden berekend voor elk steekproefpaar van
populatie 1 en 2. Vervolgens wordt de verdeling van al deze verschillen opgezet.

De formules blijven dezelfde zowel in het geval van eindige als oneindige populaties. In
het geval van niet-normaal verdeelde populaties geldt de centrale limietstelling indien de
steekproefgroottes mi,m9 > 30. Ook hiervoor is de steekproevenverdeling van het verschil
van steekproefgemiddelden normaal met gemiddelde px %, = p1 —p2 en standaarddeviatie

Voorbeeld. Twee bedrijven maken eenzelfde hittebestendig produkt. Het produkt van
bedrijf A is hittebestendig tot 505 K met een standaarddeviatie 10 K. Het produkt van
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17250 18000 X
/1
n =232
17250 18000 X
n = 50
17250 18000 X

Figuur 1.4: Tllustratie van het voorbeeld van de vleugelstukken.
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f(z1) f(@2)

241 X9 12 X1

f(@1—72)

P -% X1 - X,

Figuur 1.5: De originele populaties en de steekproevenverdeling van het verschil tussen de 2
steekproefgemiddelden.
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bedrijf B is hittebestendig tot 475 K met een standaarddeviatie 7 K. Uit ervaring is bekend
dat de verdeling van de hittebestendigheidstemperaturen normaal is. Een aselecte steekproef
wordt genomen van 20 produkten van bedrijf A en 25 produkten van bedrijf B. Wat is de
kans dat het verschil tussen de 2 steekproeven tussen 25 en 35 gelegen is?

Oplossing:
De steekproevenverdeling van X 4 — X p is normaal verdeeld met gemiddelde X, X, =

pa — pp en standaard deviatie o, %, = \/ 0% /na + 0% /np. Bijgevolg kan de z-statistiek

berekend worden: ; —
_ Xa—Xp—(pa—uB)

7= o2, o}
na g
Y 25 — (505 — 475) _ 189 e 35 — (505 — 475) _ 180
102 72 102 72
20 t o5 20 T35

De beschouwde kans is

P(—1.89 < z < 1.89) = P(z < 1.89) — P(z < —1.89) = 0.9706 — 0.0294 = 0.9412

1.4.3 Steekproevenverdeling van de steekproeffractie

De steekproeffractie P kan beschouwd worden als het steekproefgemiddelde in het geval van
een dichotome variabele X, d.i. een variabele die slechts twee waarden kan aannemen. De
steekproeffractie P stelt bijgevolg de fractie van het aantal ”successen” in de steekproef voor.
Indien van de N elementen in de populatie er Ns(X = 1) ”successen” en N, (X = 0) "mis-
lukkingen” zijn, dan gelden de relaties

Ny+Np=N  x=N,/N

Veronderstel dat uit deze populatie een aselecte steekproef van omvang n wordt getrokken,
en van elk element wordt er vastgesteld of het een succes dan wel een mislukking is. Dit
experiment is een Binomiaal experiment met n onafhankelijke Bernouilli-experimenten, die
de trekking van telkens 1 element omvatten. Het aantal successen in de steekproef S = >, X;
is bijgevolg binomiaal verdeeld S ~ B(n,n) met gemiddelde en standaarddeviatie:

lhs = NT os =/nr(l — )

De uiteindelijke steekproeffractie wordt verkregen door het aantal successen te delen door de
steekproefgrootte: P = .S/n

(1 — )

n

De steekproevenverdeling van P kan volgens eenzelfde procedure als voor het steekproefgemid-
delde X en het verschil tussen twee steekproefgemiddelden X; — X, samengesteld worden.
Vertrekkende van eindige populatie worden alle mogelijke steekproeven van een bepaalde
grootte n genomen. Voor elke steekproef wordt vervolgens P berekend. Op basis hiervan
wordt de waarschijnlijkheidsverdeling voor P opgesteld, zoals voorgesteld door figuur 1.6.
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Figuur 1.6: Dichotome populatie en steekproevenverdeling van de steekproefproportie P.

Indien de steekproef voldoende groot is, dan is de steekproevenverdeling van de steekproeffrac-
ties normaal verdeeld ten gevolge van de centrale limietstelling, met een gemiddelde pup = 7

en een standaarddeviatie o, = /(1 — 7)/n, t.t.2. P~ N(m,/7(1 —7)/n).

Regel 2 Deze normaal benadering voor de steekproevenverdeling van P is enkel toegestaan
indien np > 5 én n(l —p) > b.

In het geval van steekproeven zonder teruglegging uit een eindige populatie, is de steekproeven-
verdeling eigenlijk de hypergeometrische verdeling, niet meer de binomiaal verdeling (eindige
populatie met teruglegging of oneindige populatie). Voor voldoende grote steekproeven, vormt
de binomiaal verdeling een goede benadering voor de hypergeometrische. De binomiaal ver-
deling wordt dan op haar beurt benaderd door de normaal verdeling.

Net zoals voor de steekproevenverdeling van het steekproefgemiddelde, dient hier ook een
eindige populatie correctiefactor te worden toegepast voor de berekening van de standaardde-

viatie indien n > 0.05IV:
#(l—7m) [N—n
op =
P n N -1

Toepassing. Vele toepassingen van steekproeffracties hebben betrekking op de kwaliteitscon-
trole. In vele bedrijven wordt aan de hand van een steekproef nagegaan of een inkomende
partij goederen niet te veel defecte exemplaren bevat. Op basis van de fractie defecten uit de
steekproef wordt dan beslist om een partij goederen al of niet te aanvaarden. Men spreekt in
dat verband vooral van (n,c)-keuringsschema’s waarbij n de steekproefomvang en c de fractie
toelaatbare defecten in de steekproef voorstellen. De goedkeurkans wordt hierbij gegeven
door

P.(P <c¢)

Zo kunnen consument en producent afspreken om bijvoorbeeld een (100,0.1)-keuringsschema
te hanteren. Hierbij wordt de partij goederen afgekeurd en op kosten van de leverancier
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P(P<e¢)

0.5

Figuur 1.7: Keuringskarakteristieken.

vervangen indien op een steekproef van n=100 er meer dan 10% defecten worden gevonden.
In termen van het aantal defecten S betekent dit S ~ B(100,7), waarbij = de werkelijke
fractie defecten in de partij voorstelt. De goedkeurkans wordt hier gegeven door:

Pr(P < 0.1) = Py(S < 10)

De keuringskarakteristiek geeft het verband weer tussen de goedkeurkans Pr(P < c) en de
werkelijke fractie defecten in de populatie w. Figuur 1.7 geeft de keuringskarakteristieken
weer voor de (50,0.1) en (100, 0.1) keuringsschema’s.

Indien de steekproefomvang n=>50, is bijvoorbeeld de goedkeurkans ongeveer 40% (of afkeurkans
60%) bij een werkelijke fractie defecten 7=0.125. De keuringskarakteristiek met steekproefom-
vang n=100 is steiler: goede partijen worden sneller goedgekeurd en slechte partijen sneller
afgekeurd omdat de beslissing gesteund is op een groter aantal waarnemingen.

Voorbeeld. Een producent van nagels heeft vastgesteld dat 3% van zijn nagels defecten
vertonen. Een steekproef met omvang 300 wordt getrokken en geanalyseerd. Wat is de kans
dat de fractie defecten gelegen is tussen 0.02 en 0.035 7

Oplossing:

Het gebruik van de normaal benadering is toegestaan aangezien nm = 300 x 0.03 =9 > 5 en
n(l —m) = 300 x 0.97 = 291 > 5. Dit impliceert dat de steekproeffractie normaal verdeeld is
met gemiddelde en standaarddeviatie gelijk aan

pp == 0.03
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. \/m —m) _ \/0.03(0.97) — 0.0098

n 300
De overeenkomstige standaardnormale waarden zijn
0.02 —0.03 0.035 —0.03
= ———=-1.02 =— = 0.
“1= 770.0098 2= "go008 Ot

De kans die we zoeken:

P(-1.02 < 2<0.51) = P(z < 0.51) — P(z < —1.02) = 0.6950 — 0.1539 = 0.5411

1.4.4 Steekproevenverdeling voor het verschil tussen 2 steekproeffracties

Net zoals voor de het verschil tussen 2 steekproefgemiddelden, kan er eveneens een steekproeven-
verdeling voor het verschil tussen 2 steekproeffracties opgesteld worden.
De steekproevenverdeling van P; — P, is eveneens benaderend normaal verdeeld met gemid-
delde

UP —Py, = T — T

T (1 — mo(l —m
0'P1—P2=\/ 1( " )+ 2( ng 2)

en standaarddeviatie

indien de onafhankelijke steekproeven met omvang n; en ng getrokken zijn uit 2 populaties met
proporties 71 en 7. De normaal benadering vereist dat de omvang van de beide steekproeven

voldoende is, t.t.z. dat nip1,naps,n1(1 — p1),n2(l —p2) > 5.

Voorbeeld. Er wordt beweerd dat 30% van de gezinnen in een randgemeente en 20% van de
gezinnen in een stadskern minstens 1 kind hebben. Aselecte steekproeven met een omvang
van 100 gezinnen in zowel de randgemeente als in de stadskern leveren een fractie van 0.34
en 0.13 op. Wat is de kans dat het verschil minstens zo groot is als wordt beweerd?

Oplossing:
Aangezien 100 x 0.30 = 30 > 5 en 100 x 0.20 = 20 > 5 is de steekproevenverdeling van het
verschil tussen de steekproefproporties normaal verdeeld met gemiddelde

pp—p, =03~-02=0.1

en standaarddeviatie

100 100

Het geobserveerde verschil tussen de proporties bedraagt:

0.3(0.7 0.2(0.8
op—Py, = \/ (0.7) + (08) = 0.061

P —-PF=034-013=0.21

De standaardnormale waarde is dan
_0.21-0.10
T 0.061

De probabiliteit dat het verschil minstens zo groot is als beweerd wordt is P(Z < 1.83)=0.0336.

=1.83
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1.4.5 Steekproevenverdeling van de andere steekproefgrootheden

Voor de andere steekproefgrootheden, waaronder de steekproefvariantie S2, de steekproefco-
variantie Sy, en de steekproefcorrelatie Ry is de steekproevenverdeling niet voor de hand
liggend. Zo kan bijvoorbeeld de steekproevenverdeling van de steekproefvariantie S? bepaald
worden via de steekproevenverdeling van (n —1)S%/0?, die x?-verdeeld is met n — 1 vrijheids-
graden.

Een ander voorbeeld is de steekproevenverdeling van de steekproefcorrelatie R,,. Om inferen-
ties met betrekking tot de correlatiecoéfficient te kunnen doen, wordt de steekproefgrootheid

Ryy./ Tfﬁ;{i; gebruikt die een ¢-verdeling volgt met n — 2 vrijheidsgraden.

De steekproevenverdelingen van de steekproefgrootheden andere dan het steekproefgemid-
delde en de steekproeffractie zullen besproken worden indien hun gebruik aangewezen is.

1.5 Samenvatting

1. Bij een aselecte (toevallige) steekproef heeft elk element van de populatie een even grote
kans om geselecteerd te worden. Indien dit gebeurt met teruglegging zijn de trekkingen
onafhankelijk, zonder teruglegging niet.

2. e populatievariabele: X

» steekproefvariabele: X

o steekproefwaarneming: x

o steekproefgrootheden: X, P, S%, Sy, Ray
e steekproefkengetallen: Z,p, s, 4y, Tay

3. De voornaamste verdelingsparameters van de steekproevenverdelingen van het steek-
proefgemiddelde X en de steekproeffractie P.

populatie oneindig (teruglegging) | eindig (geen teruglegging)
steekproefgrootheid | X p X P
verwachting 1 T ! T
. . 2 1—~ 2 N— w(l—m) N—
variantie = e el By o

4. Het steekproefgemiddelde X fluctueert rond zijn doel u met een standaardfout o/+/n.

5. Het verschil tussen 2 steekproefgemiddelden X; — X5 fluctueert rond zijn doel py — pg
met een standaardfout o1/+/n1 + 02//M2.

6. Hoe groter de steekproefomvang n, hoe meer X zich concentreert rond 4 en hoe beter
de steekproevenverdeling de normaal verdeling benadert.

7. De steekproeffractie P fluctueert rond zijn doel w met een standaardfout /7 (1 — m)/n.
De steekproeffractie is eigenlijk het steekproefgemiddelde voor een dichotome variabele.

8. Het verschil tussen 2 steekproeffracties P; — P> fluctueert rond zijn doel m — mg met
een standaardfout /71 (1 — m1)/n + ma(1 — m2) /na.
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10.

11.

Voor eindige populaties of voor trekkingen zonder terugleggingen wordt de standaard-
fout o gereduceerd met een factor /(N —n)/(N —1).

Bij de normaal verdeling worden probabiliteiten berekend a.d.h.v. de standaardnormale

Z-waarden.

Een aantal belangrijke vertalingen:

populatie

(on)eindige populatie
steekproef

aselecte steekproef
steekproefname
steekproevenverdeling
steekproefgrootheid
steekproefomvang
met of zonder teruglegging
gemiddelde

variantie

fractie
standaarddeviatie

population

(in)finite population
sample

random sample
sampling

sample distribution
sample stalistic
sample size

with or without replacement
mean

variance

proportion

standard deviation
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1.6 Oefeningen

1. Het gemiddelde en de standaarddeviatie van de wachttijd aan een loket van een bank
bedraagt 150 sec. en 18 sec. Indien 36 klanten aselect gekozen worden, wat is dan de
kans dat hun gemiddelde wachttijd tussen 150 sec. en 156 sec. begrepen is.

2. Een populatie mensen heeft een gemiddeld gewicht van 69 kg. en een standaarddeviatie
van 3.2 kg.
(a) Indien er veel aselecte steekproeven met omvang n=4 zouden getrokken worden en
telkens het steekproefgemiddelde zou berekend worden, hoe zouden deze steekproef-
gemiddelden fluctueren?
(b) 1 steekproef met een gemiddelde van 70 kg; is dit typisch of zeldzaam?
(c) Wat is de kans dat het steekproefgemiddelde hoger is dan 70 kg.?
(d) Beantwoordt vraag (a) opnieuw voor n=16.
(e) Juist of fout: een verdubbeling van de steekproefomvang, verviervoudigt de juistheid
waarmee X een schatting geeft voor p.

3. Een lift is berekend op een totaal gewicht van 500 kg. en een capaciteit van 7 personen.
Veronderstel dat het gewicht van alle personen die de lift gebruiken gemiddeld 70 kg. is
met een standaarddeviatie van 10 kg. Wat is de kans dat een steekproef van 7 personen
het maximaal gewicht van 500 kg. zou overstijgen? Moet het populatiegewicht hiertoe
normaal verdeeld te zijn?
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4. Wat is de kans dat er meer dan 10 jongens zijn op 15 kinderen? Los deze oefening op 2
manieren op (benaderend en exact).

5. De gemiddelde levensduurte van een boorstuk bedraagt 41.5 u. met een standaard-
deviatie van 2.5 u. Wat is de kans dat een aselecte steekproef van 50 boorstukken
een gemiddelde oplevert tussen 40.5 u. en 42 u.? Wat is de kans op een gemiddelde
kleiner dan 397 Is de veronderstelling van normaliteit van de oorspronkelijke populatie
noodzakelijk?

6. Een bedrijf stelt 1500 mensen tewerk. De gemiddelde maandelijkse bijdrage per werkne-
mer voor ”werken voor het goede doel” per werknemer bedraagt gemiddeld 25.75 BEF.
met een standaarddeviatie van 5.25 BEF. Wat is de kans dat een steekproef van 100
mensen in het bedrijf een gemiddelde tussen 25 BEF. en 27 BEF. oplevert?

Hoe evolueert deze kans indien het aantal werknemers in het bedrijf met 1000 toeneemt.

7. Een bedrijf weet dat 35% van de documenten die door haar secretariaat worden opgesteld
minstens 1 fout bevatten. Wat is de kans dat de proportie documenten met minstens
1 fout uit een steekproef van 20 documenten tussen 33.2% en 38% gelegen is. Bereken
deze kans voor een totaal documentenaantal gelijk aan 200 en 500.
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8. Een bepaald produktieproces kan volgens twee methoden uitgevoerd worden. De tijds-
duur is de variabele die hierbij beschouwd wordt. De s.d. op de tijdsduur van methode
A bedraagt 3 min., op die van B 3.46 min. Een aselecte steekproef van 35 werknemers
die methode A gebruiken leverde een gemiddelde tijdsduur van 25 min.